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1. Wstgp

Rozdziat zawiesin ciat statych w cieczach maedanaczenie praktycz-
ne. Proces ten wygiuje w wielu gadziach przemystu, a w szczegdéoo
w technologiach oczyszczanixiekow komunalnych i przemystowych oraz
wielu innych dziedzinach dziataléa cztowieka. Oddzielenie od cieczy zanie-
czyszcza statych, czsto silnie toksycznych, ma ogromne znaczenie wokper
rozumianej gospodarce wodsoiekowej i w ochronigrodowiska, tatwiej bo-
wiem sktadowé odzyskane w procesie filtracji w formie plackéarékyjnego
odpowiednio zabezpieczone cialo state na skladaelsk rownoczénie za-
wraca do obiegow technologicznych ciecz klarew{filtrat), niz zawiesiny lub
osad o wysokiej wilgotrii. Proces filtracji nie jest tani i dlatego tak ang
jest maliwie poprawny jego opis unitiwiajacy wybor odpowiedniego ugz
dzenia filtracyjnego i mdiwos¢ sterowania procesem poprzez stosowny dobor
wartasci parametrow procesowych.

Przez zawiesiirozumie s potocznie mieszangciata stalego i cieczy.
W zaleznosci od wzajemnego stosunku dtowego tych sktadnikow nie ona
mie¢ charakter zawiesiny swobodnej, gdy drobiny cidédego nie stykaj sie
ze sola, lub szlamu, gdy e&tki nie g zawieszone swobodnie i znajagic ze
soly w kontakcie. Swobodne zawiesiny wystja najczsciej i ich rozdziat na
drodze filtracji jest efektywny i dé szeroko opisany [1,2,3,4], hatomiagbig
szlamy mana mechanicznie osusz@raktycznie tylko na drodze kompresiji,
ktora przeprowadza sinp. na prasach filtracyjnych.
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Zarowno w przypadku filtracji jak i kompresji wygluje rozdziat na
przegrodzie przepuszczalnej tylko dla fazy ciekB{a nagdowa procesu jest
tutaj r@znica cknien po obydwu stronach przegrody. W praktyce przemysjo
filtracja i kompresja mogzachodzi bezpdrednio jako procesy nagicze (na
prasach filtracyjnych). Zeli na tego typu uegzeniach rozdzielana jest zawie-
sina swobodna, to na skutek jej pompowania na podegv pierwszym etapie
nastpuje filtracja i stopniowo tworzy siplacek. Gdy wypeni on cadostpma
mu przestrze, dalsza filtracja nie jest miliwa i glebsze jego osuszenie wyma-
ga kompresji powstatego osadu. Dokonuje jej przy pomocy specjalnych
nieprzepuszczalnych, elastycznych przepon umiesycho wewntrz ramy
w ptaszczynie réwnolegtej do powierzchni filtracji [3]. Pokaaczeniu filtracji
przestrzé ograniczon przepomr wypetnia st sprezonym powietrzem i nagpu-
je dodatkowe osuszenie placka przez mechaniczn&nigae resztek cieczy z
osadu.

Piecuch i Anielak [5] proponaijdia filtracji zawiesin tworgcych osady
scisliwe stopniowanie @éhienia, zamiast zycia od razu przewidywanego ci-
snienia procesowego. Dla takiego samego czasu cé@govtego procesu fil-
tracji mazna wowczas uzyskagiebsze odwodnienie osadu, przy czym proces
nalezy prowadzé w odcinkach czasowych dla wzragtajch cénien tak, by
suma tych odcinkéw odpowiadata catkowitemu czasfiltvacji przy maksy-
malnym cnieniu. W warunkach przemystowych nagtfie] stosowaneasty-
powe prasy ROW [6,7] lub FRAMK [8], przy czym pojej4 Sic rowniez mo-
dyfikacje tych urzdzea [9]. Blizsze informacje nt. dziatania typowych pras
filtracyjnych i filtrow cisnieniowych oraz technologii odwadniania na tegaityp
urzadzeniach znajdajsic w monografii T. Piecucha , Technika hydroszlamo-
wa” [10] oraz w pracy [11].

W warunkach laboratoryjnych zbtiny proces mma bada za pomog
filtrow opartych na tzw. celce kompresyjnej [12,18] niniejszej pracy wykorzy-
stano do badatestowy filtr cénieniowy zaprojektowany i wykonany w Katedrze
Inzynierii Chemicznej i Procesowej Politechni#thskiej [14,15]. W urzdzeniach
tego typu zachodzi zjawisko jednokierunkowego plszep zawiesiny wewatrz
cylindra ku potprzepuszczalnej przegrodzie. Pragpign wymuszony jest po-
przez nacisk tloka wywotagego w urzdzeniu nadénienie wzgédem cénienia
otoczenia. W pierwszym etapie, ktéry ima nazwa klasyczn filtracja
Z tworzeniem osadu, naptije stopniowe narastanie placka na przegrodzee. Pr
ces ten przebiega wg stalego mechanizetnaa momentu zetketia sk ttoka
z osadem, od tej chwili rozpoczyna; grugi etap - kompresja utworzonego
uprzednio placka (tzw. strefa kompres;ji). Etap timva tak diugo, dopoki caty
osad nie oggnie jednakowej porowatol &, rownej porowatéci osadu pod ci-
snieniem kompresji rownym przytonemu dinieniu procesowemu. ldealne
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ujednolicenie porowasgoi osadu wysipi po czasie nieskmzenie dtugim, jednak
dajace s¢ rejestrowda zmiany grubéci osadu zanikaj w skaiczonym czasie
zaleznym od grubéci osadu i jego podatgo na cénienie.

2. Podstawowe zagadnienia zwzane z opisem filtracji z tworzeniem
osadu oraz kompresy osadow

Tzw. tradycyjny opis procesu filtracji z tworzenigmacka sformuto-
wany przez Rutha [11], ktory obserwowat paraboliczaleznos¢ ilosci filtratu
od czasu filtracji opiera sina kilku zataeniach. Pierwszym jest laminarny
przepltyw cieczy przez pory utworzonego osadu. Zglgdn na wielkéé¢ poréw
i stosowan w praktyce liniovs predkos¢ przeptywu zateenie to jest stuszne
dla filtracji praktycznie wszystkich typdéw zawiesiW opisie tym zaktada @i
ponadto,ze takie parametry osadu, jak porowatd opor wiaciwy sa state
w danym momencie, czyli w catej swej efogci osad jest jednorodny. State
jest tez zatem w danym czasienatzenie przeptywu filtratudV/dr na kadej
warstwie placka filtracyjnego. Wyta sk je wzorem [11]:

dv K

= 2.1
dr 20V +C) 1)

bedacym zr&niczkowarn, forma eksperymentalnego rownania:
V+c)y=kr (2.2)

opartego, jak wspomniano, na obserwowanej wwibczeniach parabolicznej
zaleznosci ilosci uzyskanego filtratly od czasu filtracjir. W réwnaniach (2.1)
i (2.2) K jest stad szybkdci filtracji zalezna od oporu osadu, a statazalezry od
oporu przegrody. StatK jest funkcp parametrow zawiesiny, a tak
w przypadku plackowscisliwych, przylazonego dnienia procesowego. Jej
budowa bywa réna w zaleénosci od wyjsciowych rowna, zawsze jednak jej
elementem skladowym jest opo6r wdawy osadua. Definiowany bywa on
w rozny sposob, zazwyczaj jako funkcja porowsatmsadu sredniej wielkdci

i wspoétczynnika ksztattu estek tworacych ziae, lub te srednicy i gstaci
wystepowania poréw w osadzie (przy oparcig sia zalenosci Poiseuille’'a)
[16,17]. W przypadku osadoscisliwych struktura ztaa zaley od wystpuja-
cych w nich napyzen. Napkzenia te pochodizod cinienia filtracji i ich wptyw
na opor osadu wyra sk réznymi wzorami. Najprostsze rownanie olegace
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wptyw cisnienia procesowego na opor wdavy osadu, nazywane rownaniem
Sperry’ego podaje H. P. Grace [18]:

a=a,P’° (2.3)

Jego wad, ale tylko teoretyczy jest fizykalna niezgoddé dla warunku gra-
nicznego polegafa na spadkur do 0 dla cinienia kompresji rownego 0. Do-
ktadniejsze i wykazuce zgodné z warunkami granicznymi jest rOwnanie
zaproponowane przez Tillera [19] opie® sé ha zalenosciach podanych
przez Rutha w pracy [20]:

a=a,+a,P’ (2.4)

W rownaniach (2.3) i (2.4« to cinienie kompres;ji (jgeli traktuje s¢ osad
jako cal@d¢ jest ono rowne przylmnemu cinieniu procesowemuk to tzw.
wspotczynnikscisliwosci (osady nie podatne nasgienie mag s = 0, podatne
maja s> 0),ap i a; to state.

Dla wiekszaici zawiesin, ktére twotz osady filtracyjne mato podatne
na cknienie, wyej wymienione zatzenia tradycyjnego opisu procesu pozwala-
ja na ddé¢ doktadny i prosty opis filtracji. Im jednak jestigksza podatn@
osadu na éhienie, tym bardziej wyranie wystpuja odstpstwa od wyej wy-
mienionych zatéen. Sredni opér wiéciwy osadua staje si funkcja nie tylko
cisnienia procesowego, ale takkoncentracji rozdzielanej zawiesiny. Qgist
stwa te probowat korygowaShirato ze wspoétpracownikami [21,22] przygyu
ciu wspotczynnikalg bedacego funkc cisnienia i udziatu ciata statego w za-
wiesinie:

a=a.l, (2.5)

gdzie ar to opor widciwy osadu definiowany wg Rutha. Wspotczynnik ten
poprawit zgodné&t danych déwiadczalnych i opisu teoretycznego. W swoich
rozwazaniach Shirato w [22] zastosowat rowhig@odziat osadu na kilka
warstw, r@niacych s¢ miedzy soh natzeniem przeptywu filtratu. Radnice te
wywotane byly przez zmianporowatdci osadu w funkcji czasu i odlegio od
przegrody. Powodajone dodanie do filtratu pochagzgo z powierzchni plac-
ka cieczy wydinigtej z osadu wskutek jego kompresiji.

Analiza wynikéw wyej wymienionych badaumazliwita prébe ogol-
nego wyjanienia mechanizmu procesu kompresji osadéw pdiiffreych na
bazie istniejcej teorii filtracji (wczéniejsze prace eksperymentalne prowadzity
do uzyskania rownaempirycznych stusznych tylko dla przebadanych eawi
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sin). W swych rozwzaniach na temat kompresji i filtracji pokzonej

z kompresj Shirato postuguje sibezwymiarowym ,stosunkiem filtracji'lU;

i ,Stosunkiem kompresji"Uy definiowanym przy pomocy grubo fadunku
celki kompresyjnej [23,24,25] w zdych momentach charakterystycznych fil-
tracji i kompresji, przy czym pod pgjiem grubdci fadunku rozumie siodpo-
wiednie wysokéci stupa medium w celce:

L,-L

U, =— (2.6)
LO_Ll
L, -L

Uk: 1 (2.7)
Ll_LZ

gdziel, — pocatkowa grubé¢ tadunku celkil; — grubd¢ tadunku na granicy
miedzy filtrach a kompresj, L, — po zakaczeniu kompresji, & — to grubé¢
tadunku w danym momencie Wartdci Ly, L; orazL, okreslano na podstawie
doswiadczer. O ile wyznaczenid, i L, nie budzi specjalnych atpliwosci, to
okreslenie grubéci osadu w chwili rozpoezia kompresjiL,; obarczone jest
znacznym bidem ze wzgldu na brak mdiwosci bezpdredniego pomiaru.
ZaréwnoU; jak i U, zmieniap sie w zakresie od 0 do 1. Opracowanie wynikow
doswiadczéh metod, zaproponowad przez Shirato i in. daty dofprzgodnd¢
wynikow daswiadcze i obliczer dla przebadanych przez autoréw zawiesin.
Badanie przeprowadzono dla stalegmignia catkowitegd\P [24] jak i dlaAP
zmiennego w czasie [23].

Swoje prace Shirato i wsp. oparli na wgzrejszych badaniach Terza-
ghiego [26,27] dotyeych mechaniki gruntow, w ktérych do opisu zachowa-
nia sk nasyconego ciegz porowatego ztza zastosowat on wspétczynnik kon-
solidacji C,, bedacy m. in. funkcy przestrzeni swobodnej i wspéiczynnika
zmiany obgtosci m,;:

v = M (2.8)
nam, pg
gdzie: 77 - dynamiczny wspotczynnik lepkoi,
Ps— RStaé¢ ciata statego,
przy czym:
1 de
m, (1+ e) dp (28a
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a przestrze swoboda mazna przedstawijako funkcg porowatdci:

&
e 1—z (2.8.b)

Wspotczynnik tzw. przestrzeni swobodrejnformuje ile razy wicej
lub mniej jest w osadzie afipsci poréw od objtosci fazy statej (ziaren), przy
czyme zwiazane jest 2J;i U,. Shirato i wsp. [23] zastosowali zmodyfikowany
wspotczynnik konsolidacji. Opis kompresji osaduylczmiany przestrzeni
swobodneje w czasie opiera sina réwnaniu o budowie analogicznej da-ré
niczkowego réwnania dyfuzji:

o8 _ Ce( g ej 2.9)

or  °l aa?

gdzier - czas,
w ktorym to rownaniuC, to zmodyfikowany wspétczynnik konsolidacji Terza-
ghiego:

2

Yo,
C.=—-C
T o(Leef

(2.10)

A

za&s wto wymiar liniowy w tzw. materiatowym uktadzie w&8pzednych, ktore-
go blizsze wyjdnienie znajduje si w rozdziale 3. Jego wai® w osadzie
zmienia s¢ w zalenosci od odlegtéci od przegrody oraz czasu. W celu
uproszczenia oblicke w pracach [23] i [24] Shirato i in. zastosow&iédni,
stah wartas¢ wspoétczynnikaC.. Rozwhzanie rownania (2.9) po wykorzystaniu
w nim (2.10) prowadzi do uzyskania zatesci U, od czasu kompresji i wspot-
czynnikaC, poniewa jak wczéniej wspomniandJy zalezy od e. Rozwizanie

to wzorowane jest na pracy Taylora [28]. Jest calezme od wstpnego roz-
ktadu ciénienia kompresji w osadzie. Poigzy opis wymaga zatem znajofnd
rozktadu cénienia kompresjiP, w osadzie filtracyjnym4P = f(x)), gdyz za-
réwnoe jak i a s funkcjami tej zmiennej. Gnienie kompresji (zwane réwrie
cisnieniem kontaktowym) na danej umownej warstwie asg@dchodzi od
warstw znajdujcych sé ponad mi i jest skutkiem hydraulicznego oporu prze-
ptywu (spadku @nienia hydraulicznegdP;). Jezeli zaniedba sity pochodzce
od grawitacji jak i op6r tarcia osadusoianki naczynia, to bilans sit wymaga,
by spetnione byto réwnanie:

AP, = AP, + AP, (2.11)
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gdzieAP. cisnienie catkowite.

Wartas¢ AP, w zawiesinie i na powierzchni placka podczasdijr jest rowna
przytozonemu dinieniu procesowemiP.. Im rozpatrywana warstwa znajduje
si¢ dalej od powierzchni osadu, tymeaksza czs¢ cisnienia procesowego staje
sig na niej cénieniem kompresji. Zjawisko to mpa zilustrowa nasgpujacym
rysunkiem:

4 Odlegtosé od
przegrody — x

Distance from
filtration > ZAWIESINA

medium - X SUSPENSION

Powierzchnia osadu )

/| Cake surface

OSAD
I CAKE

/)

s ‘
\ . Powierzchnia przegrody)

< oSl :
AP 0 Medium surface

Rys. 2.1.Zmiana wartéci cisnienia kompresjAPy, cisnienia hydrauliczneg&P,, oraz
catkowite cgnienie procesowAP,, w zalenaosci od odlegtéci od przegrody

Fig. 2.1.Change of compression pressif&, hydraulic pressurAP;, and total pressure
AP, as a dependence of filtration medium distance

Shirato i in. [24] poshayli sie w rozwiazaniu przyblkeniem rozktaduAPy
w momencie rozpoegzia kompresji osadu funkcginusoidala opierajc sk na
badaniach dawiadczalnych, polegagych na pomiarze p
orowatdci osadu w rénych odlegtéciach od przegrody podczas trwania pro-
cesu filtracji [29].

Nastpnym krokiem byto uzmiennienie w pracy [25] waidb C,
w funkcji odlegtaci od przegrody, przy czym Shirato i in. zastoséwaimeto-
dy numeryczne. Rozpatrywany osad podzielono nar8twaUzmiennienieC,
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znacaco poprawito zgodni@ danych déwiadczalnych z obliczonymi. Na po-
dobnych réwnaniach oparli swoje rozwaaia dotyczce filtracji Atsumi
i Akayama w pracy [30].

Jak wid& z powyszych rozwaan, zastosowane przez Shirato i in. meto-
dy opisu rozdziatlu zawiesin na drodze kompredjiratji nie bazuj na podsta-
wowych roéwnaniach stosowanych w filtracji, lecz ré@wnaniach mechaniki
gruntdw wyprowadzonych przez Terzaghiego. Ponagis przebiegu procesu
wymagat znajom¥zi (z dawiadcze) wartasci grubacei osadu w chwili rozpo-
czecia kompresiji, ktorej to wielliei nie mana zmierzy w sposéb bezgoedni.

Kamst, Bruinsma i Graauw [31] badali wptyw kompres op6r osadu
oraz wyptyw cieczy z placka filtracyjnego powstadeg filtracji czsciowo wy-
krystalizowanego oleju palmowego przepuszgzajzezé powietrze oraz ciekt
frakcje oleju. Praca ta nie ma jednak bliskiegoazkii z praktyk filtracyjna.

Podobnie Landman, Sirakoff i White w swojej pradg][wyprowadzili
i rozwigzali numerycznie model opisuy filtracjc. Rozwhzanie to jest jednak
bardzo skomplikowane ze wzdu na wykorzystanie rzeczywistych wspétiz
nych kartezjaskich, a praca ma czysto teoretyczny charakter.rikdskompli-
kowane ze wzghu na uycie rzeczywistych wspokezinych jest opracowanie
Stamatkisa i Tiena dotygee opisu filtracji z uwzgidnieniem wyptywu cieczy
z komprymowanego osadu [33].

Analityczne rozwizanie uktadu rownaopisupcych filtracg przedsta-
wit w pracy [34] Wu, zaktadaf jednak staly spadekscienia w placku oraz
potegowa zaleznos¢ oporu osadu od @iienia (rownanie 2.3). W swych rozwa-
zaniach wykorzystat on wspomnianyzjumateriatowy uktad wspohzinych
i ograniczyt s¢ do filtracji przy statym dinieniu.

Wraz z pojawieniem gimaszyn liczcych o duej mocy obliczeniowej
pojawita s¢ rowniez mozliwos¢ zastosowania modelu matematycznego oparte-
go na podstawowych réwnaniach przeptywu przezeziporowate (do opisu
zarowno filtracji jak i kompresji osadu). Idea td0 ich zastosowania opiera
si¢ na podzieleniu osadu na warstwy o bardzo mald)agniii o statych w da-
nym czasier parametrach filtracyjnych. Model taki, wykorzysity w miejsce
wspotrzdnych kartezjaskich tzw. wspétrgdne materiatowe, pojawit i
w pracy Sgrensena i in. [35] i zostat rozmany dla przyktadowych danych. Ze
wzgledu na teoretyczny charakter wspomnianej pracy atteggno si na roz-
winiccie tego problemu o propozycppisu za pomecpodobnie skonstruowa-
nego modelu rzeczywistych danych saadczalnych. Prép te¢ podgto
W niniejszej pracy.

Rozwaania fizykalne nad przebiegiem procesu odwodnizaigiesiny
zawierag bilans masowy cieczy oraz bilans sit wywotanychear przylgone
cisnienie, ktére w osadzie filtracyjnym rozktada sa dwie skladowe: &mienie

140 ——— Srodkowo-Pomorskie Towarzystwo Naukowe Ochriogowiska



Rozdzielanie zawiesin ciat statych w cieczach na drodze filtracji ...

cieczy oraz @énienie kontaktowe poratlzy czsteczkami ciata statego. W opar-
ciu o réwnania wymienionych bilanséw oraz rozemia dotyczce szybkéci
przeptywu cieczy przez utworzony osadzma zestawi uktad rowna, za po-
moa ktérego maliwe jest numeryczne modelowanie przebiegu filiracj

3. Opis procesu rozdziatu zawiesin w oparciu o rowanie przeptywu
przez ztaze porowate

Przeptywowi cieczy rzeczywistej przez ciato porosvedwarzyszy wy-
wotlany tarciem spadekdriienia. Zjawisko to analizowatjuv XIX wieku Dar-
cy przy badaniach zdrojéw miejskich. Sformutowat paleznos¢ opisupca
szybka¢ laminarnego przeptywu cieczy przez stalezelporowate jako wprost
proporcjonala do spadku éhienia hydraulicznegalP, na warstwie zlza,
a odwrotnie proporcjonagndo oporu przeptywu i jego gruka:

us= ”ia% (3.1)

Jest to postazaleznosci ogolnej, zgodnie z ktdrszybka¢ przebiegu procesu
jest wprost proporcjonalna do jego sity edpwej, a odwrotnie do oporu.
W przypadku réwnania (3.1) opér reprezentowany peatz iloczyn dynamicz-
nego wspotczynnika lepkoi cieczys i oporu widciwego zt@a porowatega.
Filtracja i kompresja osadu pofiltracyjnego jestzegdlnym przypad-
kiem przeptywu cieczy przez ze porowate. Podstawowazréca medzy tymi
procesami, a przeptywem przez zAostacjonarne polega na tyne placek fil-
tracyjny zmienia swaj gruba¢, a na skutek kompresji zmienia sakze jego
porowatad¢, z ktor silnie zwhzany jest opor wikkiwy osadu. Ponadto w trak-
cie kompresji cala ciecz wyptywgja z filtru wyttaczana jest tylko z poréw
osadu, co m. in. opisat Piecuch w pracy [11]. Padditracji zawiesin da}
cych osady podlegage kompresiji, ciato stale, pierwotnie znajhg s¢ w za-
wiesinie, przemieszczacesiwraz z cieca w kierunku przegrody i wzgtina
predkos¢ ciata stalego w odniesieniu do ciearyynosi O (jéli pominaé¢ sedy-
mentacg). W chwili przegcia z zawiesiny do placka (tzw. kolmatacja) drobiny
ciata statego zatrzymane na strukturze osadu ugyskuagledna predkosé
w odniesieniu do cieczy, nie zatrzyrujsi jednak wzgtdem przegrody i dalej
(chat znacznie wolniej od cieczy) przemieszazsig w jej kierunku. Dzieje si
tak na skutek kompresji, czyli zmniejszeniagtisici placka znajdujcego st
pomiedzy rozpatrywanymi cgstkami a przegrad Zmiana potaenia ciata sta-
tego w osadzie wzgtlem przegrody znacznie utrudnia zastosowanie réanan
(3.1) do opisu filtracji szczegolnie wéwczas, gdgaek ulega diej kompres;ji.
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Jednym ze sposobow omjnia tej niedogodnimi jest traktowanie osadu jako
caldsci o pewnychérednich parametrach. Zadenie takie pozwala na poprawny
opis filtracji w przypadku rozdziatu zawiesin o kieg zawartdci ciata statego
tworzacych placki niécisliwe lub matoscisliwe.

Opisana powsej wada réwnania (3.1) wynika zycia w nim rzeczy-
wistego ukladu wspoétzinych i mana jp wyeliminowa przez zastosowanie
tzw. wspotrzdnych materiatowych. Odlegié od przegrody jest w nim wyra-
zona przy pomocy ki ciala statego (masa lub etsé¢) znajdujcego st po-
miedzy przegrod, a rozpatrywanym przekrojem.zédi ilos¢ ciata stalego wy-
razi sk przy pomocy jego objosci, to wowczas odlegks we wspotrzdnych
materialowych bdzie miata wymiar [m]:

\Y/
w=—= 3.2
= (3.2)

Cechy charakterystycznmaterialtowego uktadu wspoékdnych jest to,
ze dana cxstka lub warstwa znajdujegsiv nim zawsze w tej samej odlegtd
od przegrody niezamaie od tego, czy natg do zawiesiny, czy jest juczscia
osadu. W trakcie procesu filtracji przesuwa gdynie powierzchnia placka,
czyli ta jego czs¢, ktéra styka si z ttokiem w momencie rozpogzia kompre-
sji. R@&nice pomédzy rzeczywistym i materiatowym uktadem wspétiaych
ilustruje rys. 3.1. Widana nim,ze catkowita grub& osadu i zawiesiny.a,
wyrazona w rzeczywistych wspokdnych kartezjaskich zmienia i, podczas
gdy w materiatowym uktadzie wspéddanych w,, jest state, bo stata jest cal-
kowita ilos¢ ciata statego nad przegrdGrubdc¢ osadux,, i ap. zwigksza s¢
od 0 do odpowiednig., i aa. POniewa objetos¢ catkowita ciata statego nad
przegrod nie zmienia s w przypadku wspétednych materiatowych, gdy cate
ciato state przechodzi do osady, = ca.
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X A X A X A

Xeal.

Xeal. = X pl.

Dcal. = Wpl.

Weat.

Rys. 3.1.Potazenie przegrody, granicy placka oraz ttoka wprse we wspétrgdnych
rzeczywistych X) i materialowych &) na pocatku procesu (a), podczas fil-
tracji (b) i po jej zakaczeniu (c)
Fig. 3.1.Situation of filtration medium, cake surface anstqgn in real (X) and material
(w) co-ordinates in the beginning of the process @ajing filtration (b) and
when the filtration is finished (c)
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Po odpowiednich przeksztatceniach zma wyprowadzi rézniczkowe
réwnanie wizace wspétrzdne materialowe i rzeczywiste [37]:

da):idx (3.3)
l+e

Wstawiapc wyrazenie (3.3) do roéwnania (3.1) otrzymuje; sialeznos¢ Dar-
cy'ego dla materialowego uktadu wsp@dnych:

1 dR
na(l+e) dw

(3.4)

Réwnanie (3.4) rni sie nieznacznie od podanego w literaturze [35],
w ktorym w prosty sposéb wyznaczpprzez Darcy’ego zamos¢ przeksztat-
cono do postaci:

u :nia% (3.5)

Poniewa dx# daw, rownanie (3.4) mma uzné za bardziejciste.

Jak juz wspomniano wczmiej, opor widciwy osadu i jego porowadé
jest funkcp odlegtaci od przegrody oraz czasu, jaki updynd pocatku proce-
su. Odpowiedzialna za to jest ddavos¢ plackow filtracyjnych, ktag nazywa
sie scisliwoscia, czyli podatné¢ struktury osadu na iienie kompresji. Bezpo-
srednim skutkiem tego jest zmienna szyigkprzepltywu cieczy przez osad —
u liczona na pusty przekrgj.

Istnieje wiele rowna opisupcych wptyw cinienia kompresji na war-
tos¢ oporu wigciwego osadur oraz jego porowatd & Najstarsze i najprostsze
jest ugcie w formie funkcji patgowej okrélane zalenoscia Sperry’ego [24],
ktére dobrze opisuje zachowanie sisadow o wzgldnie nieduej scisliwosci
i ktore sprawdza sidla niezbyt wielkich zakreséw stiien. W przypadku du-
zych zakresow énien i duzej podatnéci placka na énienie lepsa doktadndg¢
daje rownanie zaproponowane przez Tillera i Ley:[36

a= ao(1+%j (3.6)

a
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zblizone do réwnania (2.4), gdzi®, to tzw. wspotczynnik skali. Cytowani au-
torzy podaj rowniez réwnanie opisujce zwhzek porowatéci osadu z énie-
niem kompres;ji:

(1-£)=0 —so)(1+%jﬂ (3.7)

a

Cechy charakterystyczp powyzszych rowna jest logicznie uzasadniony fakt
istnienia zarébwno porowato granicznejs jak i granicznego wkaiwego opo-
ru osadua, przy cinieniu kompresji rownym 0. Wyktadnikto wspotczynnik
scisliwoséci osadu, g3 to wspoéiczynnik okrdajacy podatnéé porowatdci osa-
du na dinienie.

Scisliwy osad filtracyjny mana rozpatrywa jako zbior warstw poro-
watego ciata statego o adiczkowej grubéci dw Ciecz przepltywajca przez
warstwe stykapca sie z zawiesi nha skutek tarcia przekazuje pewecresé ci-
$nienia hydraulicznego ciatu statemu. Powstatgldzemu sita nacisku na war-
stweg znajdujca sie ponizej wywotuje w niej cinienie kompresji. W warstwie
tej rowniez wystpuje tarcie cieczy o materiat placka i powstataiej sita do-
daje s¢ do wytworzonej w warstwie powierzchniowej i wywaenacisk na war-
stwe znajdujca sie ponizej. Mazna to zilustrowé nasgpujacym rysunkiem:

A

Rys. 3.2.Rozkiad cinien w warstwach najbliszych powierzchni osadu
Fig. 3.2.Distribution of pressures in the closest to swefmyers
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gdzie dP, to spadek @nienia cieczy na skutek oporoéw przeptywu przez war-
stwe 0, adP,; to odpowiedni spadek &iienia w warstwie 1. W warstwie po-
wierzchniowej cinienie kompresji wynosi zatem 0.$8ienie kompresji w war-
stewce najbfiszej przegrody jest bliskie przgionemu cnieniu procesowemu
(nizsze o dnienie potrzebne do pokonania oporéw przeptywuatilt przez
przegrod). Na kadej odlegtdci od przegrody stuszne jest réwnanie bilansu sit:

P.=B +P, (3.8)

Réwnanie (3.8) zaklada pomigie sit tarcia osadu éciany filtru. Zwiazek
pomigdzy cknieniem kompresji i énieniem hydraulicznym w postaci zr0
niczkowanej przedstawiagsnastpujaco:

dP, =-dP, (3.9)

co pozwala na aycie w réwnaniach opisagych proces rozdziatu zawiesin
jednego z déinien sktadowych, a mianowicie &iienia kompresji, gdy wyste-
puje ono w réwnaniach na opor wawy i porowatd@é osadu (3.6, 3.7). Réw-
nanie Darcy’ego (3.4) przyjmie wowczas r@siaca posta:

1 R

e na{i+e) dw

(3.10)

Przytoczone wiej rownania pozwalajopisa stan placka filtracyjnego
w danym momencie czasu Jak to ju zostalo uprzednio zaznaczone, placek
filtracyjny zmienia swaj struktue, a podczas filtracji rbwnierozmiar w czasie,
co wywotuje zmiany iléci cieczy przeptywaicej przez osad. Dziejeesiak dla-
tego,ze uwkziona w porach placka filtracyjnego ciecz, na skutmniejszenia
porowatdci wywotanego wzrastagym na danej warstewce osad@n@niem
kompresiji, zwgksza ilg¢ cieczy wpltywajcej do warstwy znajdagej sk ponize;.
W zwiazku z tym szybk& przeptywuu rosnie w kierunku od powierzchni osadu
do przegrody. Zmiana ifoi cieczy zawartej w warstewce osadu w czasie jest
rowna przyrostowi natenia przeptywu cieczy na grumd dew Mozna to opisé
za pomoe hastpujacego r@niczkowego rownania bilansu [35]:

07 Ow
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zgodnie z ktorym przyrost gatkasci u na nieskaczenie krétkim odcinku jest row-
ny zmianie przestrzeni swobodnej placka w czaséglkBs¢ liniowa cieczy wzgi-
dem ciata stategojest liczona na pusty przekrdj poprzeczny celkngeesyjnej.

Warunki brzegowe definigjrownania opisujce przeptyw przez prze-
grock oraz powierzchriosadu. Ciecz wypltywaga z warstwy osadu najbdizej
przegrodzie musi pokothaopor przeptywu, jaki stawia jej struktura. Do apis
tego zjawiska mma wy¢ zmodyfikowanego réwnania Darcy’ego, w ktérym
opor wigciwy osadu o réniczkowej grubéci zasapiono oporem wigciwym
przegrody filtracyjneRy:

(3.11)

W réwnaniu (3.11Py, to ciénienie cieczy na granicy placek-przegroda, ato
szybka¢ przeptywu (liczona na wolny przekroj filtru) cigcprzez przegrogd

Drugi warunek brzegowy dotyczy warstwy znapha s¢ na po-
wierzchni osadu (w odlegdoi &, od przegrody), gdyto w niej podczas fil-
tracji generuje sipierwsza ilé¢ cieczy, ktora dalej przemieszcza pizez osad
ku przegrodzie.

W nieskaiczenie krotkim czasidr pewna porcja zawiesiny o @bpsci
dV; przechodzi z zawiesiny do osadu. Procesowi temuartoygzy przede
wszystkim zwiékszenie udziatu ciata statego w rozpatrywanegtobgi, ktora
mozna wyrazé za pomog zmiany przestrzeni swobodrejW czasier objetos¢
ta jest taka, jak w calej zawiesinie i wynesi W czasier + dr jest ona réwna
objetosci swobodnej mieszaniny ciala stalego i cieczy wunliach wzajemne-
go kontaktu drobin ciata statego przyreeniu kompresjP,= 0 i 0znacza sija
jako ey. Ciecz, w ildci dV; ,, ktora na skutek zmiany koncentracji égita roz-
patrywarn, objetos¢ mieszaniny, wptywa do warstwy znajdogj st poniej
i dalej w ghb osadu. Powisze rozwaanie pozwalaj na sformutowanie row-
nania bilansu masy dla warstewki powstatej na dsadz czasie dr.
W réwnaniu tym korzystne jest zagtenie catkowitej oljtosci zawiesiny ohg-
toscia ciata stategadVy ., gdyz, jak to juz wyjasniono wczéniej, jest ona nie-
zmienna na drodze procesu. Przyjmugeaspriori, ze do filtratu nie przechodz
drobiny ciata statego. Bilans ten ma zatem ¢pagica postd:

e, dV,, =edV,, +dV_, (3.13)

Jezeli obydwie strony réwnanie podzieliprzez powierzchri przekroju po-
przecznego filtriF | wykorzysta& zaleznosé:
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u, = Ve, (3.14)
Fdr

oraz zwhzek okrélony funkcp (3.3), to rownanie (3.13) przyjmie po&ta

e,dw, =e,dw, +u. dr (3.15)
i po przeksztalceniu:
dw u
L=—7I (3.16)
dr e, —g

W réwnaniu tymdar to wyrazona we wspoh@nych materiatowych wargo,
0 jaka zwigkszyta s¢ grubad¢ osadu w czasie od do 7 + d7, a u; jest to
wzgledna szybké&¢ wyptywu cieczy z warstwy powierzchniowej do wargtw
znajdujcej sk ponizej. Grubad¢ osadu od chwili zakazenia filtracji, czyli
podczas kompresji nie zgkisza s¢ i wowczas drugi warunek brzegowy ma
post& u, = 0, bo w warstwie powierzchniowej ustaje genenmaevdiltratu.
Podsumowujc powyzsze rozwaania mana stwierdzi, ze proces roz-
dzialu zawiesiny ciata stalego w cieczy przebiggajwg mechanizmu filtracji
Z tworzeniem osadu prowadzony przyyciu celki kompresyjnej mama opisé
za pomog uktadu réwna rézniczkowych, w sktad ktérego wchagdzéwnania
(3.6), (3.7), (3.10-3.12) oraz podczas filtracpwnanie (3.16)). Dodatkowymi
zalazeniami g tutaj: statystycznie jednokierunkowy przeptyw @gevzgkdem
ciatla stalego oraz pominiecie oporOw tarcia cidktego oscianki cylindra
i zaniedbanie zjawiska sedymentacji, ktérezenavystpowa w zawiesinie
w trakcie rzeczywistego rozdziatu faz.

4. Numeryczne rozwjzanie modelu procesu odwadniania zawiesin

Matematyczne modelowanie procesu rozdziatu zawyesmtestowym
filtrze cisnieniowym polega ha znalezieniu waxtbobjetosci swobodneg (lub
porowatdci &) oraz szybkeéci przeptywu cieczy wzgbem ciata stalego w osa-
dzieu w funkcji odlegtdci wi czasur:

e= e(a), r) (4.1)
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u=u(wr) (4.2)

Wyzej wymienione zaleosci mazna wyznaczy postuguac sk réwnaniami
(3.6), (3.7), (3.10-3.12), (3.16). Ze wzdlu na swaj nieliniowas¢, uwiktanie
zmiennych oraz na fakie w przypadku filtracji mamy do czynienia z porusza
jaca sig grania obszaru oblicag analityczne rozwazanie takiego uktadu row-
nan nie jest maliwe. Koniecznym jest w tym przypadku zastosowamipo-
wiednich procedur numerycznych. Wzejujsk na wczeéniejszych opracowa-
niach [35], do rozwizania problemu wykorzystano metoddznic skaczo-
nych, w ktérej raniczkowe przyrosty zmiennyck zasipiono przyrostami
skaaczonymiA. Prosi metod réznic skaiczonych przy wyznaczeniu szybko-
$ci przeptywu cieczyu uzupetniono tu (wzorag sk na pracach [38] i [39])
stosujc w schemacie oblicaescatkowane rownanie (3.10). W znacznym stop-
niu poprawia to doktadrié obliczen szczegdlnie w przypadku, gdy opér wia-
sciwy osadua silnie zmienia s w funkcji odlegt@ci od przegrody.

W celu wyznaczenia profile oraz u, tadunek testowego filtru @iie-
niowego podzielono na czsci tworzc siatke rozwiazan, w ktorej odlegtéc
pomiedzy weztami wynosidw Obliczenia prowadzi sitylko dla tych punktow,
ktére nalea do osadu. Ze wzgtlu na ciglta zmiarg jego rozmiaru podczas
filtracji, placek filtracyjny dzieli s na dwie strefy oblicze gtowmg i warstwe
powierzchniows. W sasiadupcych ze solp wezlach siatki wyznaczoney alter-
natywnie wartéci predkosci lub wartaci przestrzeni swobodnej przyyciu
tzw. siatki przesumtej opracowanej dla modelowania numerycznego pyzept
wu ptynow lepkich przez Harlowa i Welcha w prac@]40znacza taze wezet,

w ktérym wyznaczono szybké przeptywu cieczy ssiaduje z wztami, w kto-

rych wyznaczono przestnzeswobodn, a odlegté¢ miedzy dwoma najhtszy-

mi wartasciami e lub u wynosi 22w Ze wzgkdu na faktze réwnanie opisgre

warunek brzegowy dla przegrody wyznacza wértezybkdaci przeptywu,
pierwszy vezet siatki zawiera obliczanwartags¢ szybkdci przeptywu przez
przegro@ u, = U,. Jezeli kolejne wezly siatki kdzie s¢ opisywa liczbami cat-
kowitymi, to te z nich, ktoreasopisane liczbami nieparzystymi zawierapli-

czory wartas¢ u, a opisane liczbami parzystymi wasta (rys. 4.1)
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o——(e—
Aw
5 G {
Rys. 4.1.Fragment siatki rozwran ukladu
Aw réwnai dla czasur opisupcych
- €4 1 rozdziat zawiesin
Aus Fig. 4.1.A part of the_ solving grid_ _
. of the equation set describing
° { suspension separation for the time
Aw
2 €2 9
Aw
L e

Zmiana warteéci przestrzeni swobodneji predkosci cieczy wzgtdem
ciata stalego w osadziezalezy zaréwno odwjak i 7. Z numerycznego punktu
widzenia oznacza tae kada z obliczonych warteci u i e opisana jest dwoma
indeksami. Indeksy zmiennejprzyjgto oznaczé,i”, a zmiennejr poprzez j".
W siatce rozwizan 0§ czasu to & odcietych, a odlegtét od przegrody to o
rzednych. llustragj sposobu oznaczania siatki przedstawia rys. 4.2.

Aw
Rys. 4.2.Fragment siatki oblicze
dlaczasyij+1 A
Fig. 4.2.A part of the solving grid =
for the timej andj+1
Aw
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W modelu numerycznym szybioprzeptywu przez przegremblicza
sie przy wyciu dwdéch rowna. Pierwsze to rownanie opiagg przeptyw przez

przegrod:

1 1
U, :,7? Php = ?(Pc - Pkp) (43)

P ,7 p
drugie za wyptyw z warstwy 1-2:
Aw Pep
1
u |dw==
Jow=2 |

0 P2

1
(1+e)a

dR, (4.4)

gdziePy, to cénienie kompresji w przegrodzie.
Do réwnania (4.4) podstawiagstaleznosé (3.6) oraz przeksztatlcone réwnanie

(3.7):
B
ﬁ =(1- go)(1+ %} (4.5)

Wowczas zalenosé (4.4) przyjmie posta

Aw 1- P P B-s
ulj'da): % J' 1+*| dR (4.6)
0 ntao g L R
i po scatkowaniu:
1+B-s P
u, = (L-6)F, 14+ 0% (4.7)
A1+ B-s) P,

k2

Gdrna granica catkowania w réwnaniu (4.7) téni@nie kompresji panage
w przegrodzie i w jego miejsce podstawia przeksztatcone réwnanie (4.3),
natomiast dolna granica tospienie panujce w pierwszym wzle siatki zawie-
rajacym obliczor wartas¢ e. W celu wyeliminowania z réwnaniasoieniaPy,
mozna poshay¢ sie przeksztatconym rownaniem (4.5):
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sl e e

Ostatecznie otrzymuje ¢shastpujace rownanie na szybké wyptywu cieczy
z przegrody w czasig1:

1ep-s >p-1
0 = (1-¢,)P, 14 P T UalR, _[(1 _50)(1 +e“ﬂ £ (4.9
Awna,(1+B-5) P, !

Réwnanie (4.9) jest uwiklane ze wedl na obliczamp wartaé¢ u; i mozna je
rozwiazat tylko za pomog obliczei iteracyjnych.

Pozostate szybkei przeptywu w gtdwnej masie placka filtracyjnego
oblicza s¢ w oparciu o zmodyfikowane przez Autorow réwnaniar@y’ego
scatkowane w granicach @d; do . oraz odPy;.; do Py .1

W11

1-& (. RY"

u |dw= 1+—=| dPR (4.10)
i P k

(2] an

Pk\ +1 a

Calkujac réwnanie (4.10) i stoaf analogiczne przeksztatcenia jak dla rowna-
nia (4.7) oraz wiedg, ze .1 - W1 = 2Awotrzymuje st nastpujaca zaleznosc:

st = ZMSC;‘EE—S){KP %o j(“ q-liﬂﬂs_ﬁ_ ‘[(1‘ & )(“ %LMHS_B_} (4.11)

Wartcéci w weztach siatki zawieragpych przestrze swobodi e wyli-
cza s¢ w oparciu o rownanie (3.12), w ktérym przyrostgskaiczenie mate
zasppione g odpowiednimi przyrostami skozonymi:

Be _ Au (4.12)
AT 20w
gdzie:
Ne=¢, -8, (4.13)
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Au=T_, -T,, (4.14)
stad
U, —U,
€ ju =8, T AT (4.15)

W réwnaniach (4.14) i (4.15) wygiuje érednia warté¢ szybkdci
przeptywu przez warstyvi-1 orazi+l. Sgrensen ze wspoétpracownikami [35]
proponuje, by oblicaaja jako sredna arytmetycza szybkdci przeptywu na
tych warstwach w czasje j+1:

— ui,j +ui,j+l
u, 2 (4.16)

Osobnego rozpatrzenia wymaga warstwa powierzchniosealu znaj-
dujaca s¢ poza gtown streh obliczer. W gtownej strefie odlegkd pomidzy
warstwami, ktérych il& wynosil jest stata (wynosi\a). Inaczej jest na po-
wierzchni osadu. Przyczyna tegayew tym, ze na skutek agtego narastania
osadu zmienia sigrubd¢ tej warstwy, ktég oznaczond\cd (rys. 4.3).

W chwili rozpoczcia obliczé dla nowej warstwy powierzchniowej jej
grubcs¢ wynosi 0 i z kadym kolejnym krokiem oblicze A7 narasta. Po asi
gnigciu grubdci rownej 2\w warstwa powierzchniowa zostaje agrona do
gtéwnej strefy oblicze, ktorej grubéé zwieksza s¢ woéwczas 0 A a ilosé
obliczanych wartéci w weztach siatkil rosnie o 2. JednocZeie pojawia Si
nowa warstwa powierzchniowa, ktorej gréba il jest ponownie rowna O.

Grubas¢ warstwy powierzchniowej w czasjel oblicza s za pomos
réwnania (3.15), w ktorym przyrosty nieskzenie mate zamieniono przyro-
stami skaczonymi:

A, = Aad, +—"2 A7 (4.17)

& &

przy czymsrednia szybk& przeptywu U,,, obliczona jest zgodnie z rowna-
niem (4.16).
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Warstwa
Aol powierzchniowa
Surface layer

Aw

Gtowna

Aw strefa obliczen

Main calculation

zone

Rys. 4.3.Przyrost grubéci osadu w czasiAt
Fig. 4.3.The increase of the thickness in the tifste

Szybka¢ przeptywu cieczy przez skrajrwarstwe Up.gj.; mozna wyli-
czy¢ z rownania Darcy’ego, calkag je w zakresie od @iienia kompresji row-
nego 0 panugcego na warstwiet+3 do panujcego na warstwiet2:

Aol R B-s
j+1 1_8 k,1+2 P
Us [dw==—" j(1+—kj dR (4.18)
12001, 4 n aO 0 Pa

Po scatkowaniu i odpowiednich przeksztatceniachyotiuje sg:
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s-4-1

20-&, )P 5
Ugjun = 1-£)R, J [(1—50)(1+el+2'j+1ﬂ -] (4.19)

AC‘)fl-j+1’7a'o(:|-'+' B-

Przestrzé swobodl w warstwie powierzchnioweg.,;.; mazna wy-
znaczy w oparciu o bilans masy dla cieczy. W czasiwarstwa powierzch-
niowa ma grub& Acad; i przestrzé swoboda e.,;. Warstewka zawiesiny
znajdupca st nad osadem, ktora w czadle przejdzie do osadu, ma grubo
Aad,, - Aad | przestrzé swobodr zawiesiny @ W czasier+Ar warstwa po-
wierzchniowa ma grulddé Aad., i przestrzé swoboda e.,j:,, a osadzagy sk
osad powoduje wyptyw cieczy w Hoi V. do gtdbwnej masy osadu z szylkin
sredni U, , . Objgtos¢ cieczy w czasig i w czasier+Ar musi by taka sama:

Vour =Vewrear TVe (4.20)
przy czym:
Vaur = €.5,001, F +e,(8at ,, -Aat, JF (4.21)
Vourear = €z b, F (4.22)
V. =0,,,FAT (4.23)

Po podstawieniu rowma(4.21-4.23) do réwnania (4.20) i przeksztatce-
niu otrzymuje sj zaleZnos¢ naeg.oj:1:

e84l +e(0al, -Aal, )-T, A7
e|+2,j+1 - Acd

(4.24)

j*1

Najbardziej ktopotliwe jest wyznaczenie wadbu,., j+1, gdyz nie lezy
ona w potowie odlegkei pomkdzy weztami .1 i €425+ (rys. 4.3). Sgrensen
i in. [35] zaproponowali, by wyliczy pewry hipotetyczm wartas¢ u’, tak jak
w gléwnej strefie oblicz@i przy pomocy interpolacji liniowej porgilzy warto-
$ciami Us3j41, U” Wyznaczy poszukiwag Uy j+1.
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Wychodzc z réwnania Darcy’ego:

W 4+ _ Bi B-s
u' jda):l—g0 j (1+ij dR, (4.25)
@ 4, Bai+2 Pa

po scatkowaniu i odpowiednich podstawieniach, wiegze
W2~ W= Aw+ YAal,, otrzymuje st:

s-4-1 s-f-1

o {[(1‘%)‘“%)1 " faedaren) }(4'26)
[0+ 2% e -9

Zastosowanie interpolacji liniowej do wyznaczergavmania nau.j+1
prowadzi do nagpujacej zalenosci:

o ) 2Aa-Dal;y,
uI+1,j+1 =u +(u|+3,j+l _UIZ(AC()_AC{)lj+l

4.27)
)

Jak ju wspomniano wczmiej, obliczenia danej warstwy powierzch-
niowej prowadzi & tak dlugo, a oshgnie ona grub& 24w Ze wzgkdu na
fakt, ze zwykle nie uzyskuje sitej wartgci doktadnie, w celu unikqcia
znacznych kidéw w ostatnim kroku oblicZetak dobiera si wartags¢ Az, aby
Z zaloroma dokladndcia spetniony byt waruneRal = 2Aw

W celu zbudowania modelu numerycznego procesu iazdzawiesin
ciat statych na przegrodzie konieczne jest jeszrstalenie warunkéw pogtz
kowych. Przed rozpoegziem procesu caly tadunek filtru soieniowego jest
jednorodny. Z chwi przytazenia cgnienia rozpoczyna sitworzenie na prze-
grodzie placka filtracyjnego. W zaileosci od oporu przegrody, posiek proce-
su mana modelowé na dwa sposoby [35].

l. Dla niskich oporow przegrody moa zatay¢, ze w czasier = 0 od
razu powstaje na niej warstwa osadu o gféab@Aw i szybka¢ przeptywu
cieczy na poziomie= 1 ii = 3 jest taka samai; o= Uzo. Stosugc rownanie
(4.6) do wyznaczenia, o oraz rownanie (4.18) (lewa strona w granicachaatk
wania oday do ) dlausuzyskuje si zaleznosic:
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Pe.p B-s _ R.2 B-s
1-¢, j(“ij dR, = 174, J'(l+ij dR,  (4.28)
Aana, g P Aana, P

a a

Po scatkowaniu:

P 1+B-s P 1+8-s P 1+B-s
[1+ Fk)'pj —(1+§j =(1+§] -1 (4.29)

i uporzdkowaniu ze wzgidu naPy:

1+8-s 1+8-s
P P
(1+§] :%+%(1+%J (4.30)

a

Przeksztatcag réwnanie (4.3) do postaci:

P, P —u3'0/7Rp (4.31)

,P=C

i podstawiajc zauso scatkowane i zmodyfikowane jak wgj rownanie (4.18)
otrzymuje s¢ zaleznos¢ na cénienie kompresji w przegrodzie:

1-£,)P.R p_\"F
Peo =P L=2)R.R, Kh “j —} (4.32)

° Naw,(1+ B -9) P

a

ktére po ayciu w nim zalenaosci (4.30) przyjmuje postauwiktanej funkcji
Pk'p:

P pam 1+ p-9)| 27 P

a

1-£,)P.R P A
Po =P (L2 )RR, [1(1+ﬂj —%] (4.33)

W oparciu o to réwnanie na drodze iteracjizma wyliczy¢ Py, i dalej przy
pomocy réwnania (4.3)30. Korzystajc z zalenosci (4.8) i (4.30) otrzymuje
sig wzOr na przestrzeswobodn e, o:
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B
P +p-s s-4-1
1,1 (1+ k,pj

€, = 1=z -1 (4.34)
0

Il. Dla wysokich oporéw przegrody moa zatay¢, ze w czasier = 0
cisnienie kompresji w przegrodzR , jest rowne 0, gdyilos¢ utworzonego na
niej osadu jest znikomo mata. Wowczas szybkorzeptywu przez przegred
dla 7= 0 mana wyliczy¢ z rownania (4.3) podstawigj P, w miejsceP;:

Uy = L P.. (4.35)
R,

Dalszy przebieg procesu modeluje gk dla warstwy powierzchniowej przy
zerowej grubéci gtownej strefy obliczg, tj. przy| = 0. Kiedy grubéc¢ obliczo-
nej warstwy osignie wartéd¢ 2Aw (z ewentualnym dopasowaniem wadia\ 7)
na przegrodzie tworzy epierwszy element giébwnej strefy obligzeal przyj-
muje wartéc¢ 2.

Osobny problem stanowi wybdr metody oblieze&zn. kiedy aywa sk
schematu dla diych, a kiedy dla matych oporéw przegrody. Stwierdzae
zaproponowana przez Sorensena i in. w pracy [3%padacoparta na poréwna-
niu szybkdaci u, o obliczonych metodl | i Il jest bigdna. Podstawowym kryte-
rium wyboru numerycznych oblicaestartowych jest ich stabiléé Na drodze
wiasnych eksperymentéw ustalon® oprécz oporu przegrody na wybor ten
wplywa take opdr widciwy osadu. Ostatecznie przig, by pierwszy sposéb
obliczer stosowd, gdy stosuneki/R, < 100, drugi dlany/R, = 100.

Po zakaczeniu filtracji ustaje generowanie filtratu w ngpszej war-
stwie osadu i pdkos¢ cieczyu,.; spada do 0. Ik warstwl+3 jest wowczas
réwnan. Od tej chwili filtrat opuszczagy placek jest generowany vigiznie
w jego obgtosci na skutek kompresji warstw. W schemacie obficgezestay
wystgpowa réwnania opisuce warstw powierzchniow (4.17, 4.19, 4.24,
4.26 i 4.27), gdy predkos¢ u, jest wowczas stale rowna 0 i mamy do czynienia
tylko z gtéwr stref, obliczen.

Podobnie modeluje @iproces rozdziatu, jeli poddawany jest mu
szlam, czyli mieszanina ma koncenteagjickszy niz taka, gdy drobiny ciata
statego stykaj si¢ ze soh przy cknieniu kompresji O (0znacza tee e, &)).
Wowczas mamy do czynienia tylko z kompaesgzlamu, ktéry w chwili rozpo-
CzeCia procesu ma parametry jednorodne, /e, U; = 0.
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Opierapc sk na rownaniach (4.9, 4.11, 4.15, 4.17, 4.19, 4226,
4.27) mana utworzy uklad pozwalajcy ha wyznaczenie walci u i e w we-
zlach siatki rozwgzan. W celu rozwazania uktadu rownadla czasy+1 ko-
nieczna jest znajond® wektora rozwizan dla czasuyj. Poszukiwany wektor
rozwiazan dla czasy+1 oznaczono jak&X i nalezy go wstpnie zatayé. Od-
powiednio przeksztatcone réwnania twpriinkcie wektorows F(X), ktora
wyglada nastpujaco:

s-6-1

1-¢,)P P - xR )
Xl_Aan(a (i°+),§—s) (“ P” p] -[a-g)arx)] 7

a
Xtz _X3+23
#AT
2Aw

X, =1 2, ~

s-p-1 s—-f-1

S) [(1_50)(1+X2)] g _[(1_50)(1"')(3)] ’

X, — (1_£O)Pa
P 20ana, 1+ B

X3+23 X5+ZS

X, = z4——2 e 2_Ar

lel + ZIfl _ XI+1 + ZI+1
2 2 AT
2Aw

X =1z~

. \ 2Dw-Dal,, (4.36)
X'*l_u+(x'*3_u)2Aa)—Aa)1
j+1

Xtz
2,001, +e (Dt ,, —Awlj)—%m

X~

Aol

j*1

o - 2-g)P,
" A, na, 1+ B )
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Wystepujace w funkcji wektorowej (4.36) wartoi Aal orazu’ oblicza st
z przeksztatconych rownd4.17, 4.26):

XI +1 + Z| +1
Aad, =Adl, +—2 A1 (4.37)
& ~€
= = (4.38)
v= Aag-_SO)Pa {[(1-50)(“ x) 7 -la-g)arx,)] 7 '
[Aaﬁ 2“1 }70'0(1+,8— s)

Rozwigzanie polega na znalezieniu takiegpodla ktérego z zadardo-
ktadnaicia spetnione jest réwnaniE(X) = 0. Najwygodniej w tym celu jest
postwy¢ sie metody Newtona rozwizywania uktadun réwnax nieliniowych.
Metoda ta opiera sina kolejnych przybkeniach wektora rozwran X, przy
czymk+1 przyblizenie z przyblieniemk taczy zalenos¢:

X =X, —F (X )F(X,) (4.39)

gdzieF’ (X) to odwrotné¢ macierzy Jacobiego o wymiarZe-8) x (+3)
F'(X)=—22 (4.40)

W zastosowanych w niniejszej pracy programach méliowych do
znalezienia wektora roze#ar zastosowano gotawprocedug rozwiazywania
uktadu réowna nieliniowych metod Newtona, napisanw Turbo Pascalu 7.0
przez B. Barona [41].

5. Podsumowanie

Zaprezentowany model matematyczny procesu rozdzakiesin i jego
numeryczne rozwgzanie pozwalaj na przeprowadzenie symulacji filtracji plac-
kowej z towarzysaca jej kompresj powstagcego osadu. W drugiej €i arty-
kutu zostanie zaprezentowany sposob wyznaczanameadrdbw potrzebnych do
przeprowadzenia tych symulacji orazdi@dczalna weryfikacja modelu.

160 ——— Srodkowo-Pomorskie Towarzystwo Naukowe Ochriogowiska



Rozdzielanie zawiesin ciat statych w cieczach na drodze filtracji ...

Literatura

1.

2.

10.

11.

12.
13.
14.
15.
16.
17.
18.

19.
20.

Koch R., Noworyta A.. Procesy mechaniczne wzjmierii chemicznej, WNT,
Warszawa 1992.

Malinowskaja T. A., Kobrinskij I. A., Kirsanow O. S., Rejnfart W. W.: Roz-
dzielanie zawiesin w przerélg chemicznym, ttum. z j. ros., WNT, Warszawa
1986.

Zuzikow W. A.: Filtracja. Teoria i praktyka rozdzielania zawigsam. z j. ros.,
WNT, Warszawa 1985.

Palica M., Kocurek J.: Wybrane zagadnienia teorii filtracji i kompresgaaow,
Wyd. Pol.S$l., Gliwice 2001.

Piecuch T., Anielak A.M.: Vielstufige Druckfiltration, 17 Diskussiontagungem
chanische Flussigeitsabtrennung, Dresden, Oct®@g6.1

Anielak A.M., Jasicki W., Piecuch T.: Badania filtracji cinieniowej poflotacyj-
nych rud cynkowo-otowiowych podatem symulacji prasy typu ROW, Xlll Konf.
Przerobki Kopalin, Zesz. Nauk. AGH, Krakéw 1976.

Piecuch T., Opietka A.: Technologiczne badania pracy prasy filtracyjngjuty
ROW, IX Konf. Przerobki Kopalin, Zesz. Nauk. AGHrakow 1979.

Machej J., Trefler U.: Ocena przydatrigi prasy FRANK do filtracji na drodze
eksperymentalnej, in Ap. Chem, 3, 1970.

Piecuch T., Opietka A.:Nowe konstrukcje pras filtracyjnych, Rudy i Metdée-
zelazne, 8/1976.

Piecuch T.: Technika hydroszlamowa, Wyd. Il, Wyd. Ucz. Pol. kaliskiej,
Koszalin 1999.

Piecuch T.: A Theoretical Study of the Process of Gravitatféhration, Polish
Association of Friends of Science About the EART#Ynograph, Cgstochowa,
May 1984.

Ruth B. F., Montillon G. H., Montonna R. A.: Studies in Filtration, Ind. Engng
Chem., 25, 75, 1933.

Ruth B. F., Montillon G. H., Montonna R. A.: Studies in Filtration, Ind. Engng
Chem., 25, 153, 1933.

Mroz W., Palica M., Zabtocki J.: Wzér Uzytkowy W - 98256

Mr6z W., Palica M., Zabtocki J.: Patent P — 298268

Carman P. C.: Fluid Flow Through Granular Beds, Trans. Inst.i@h&ngrs, 150, 1937.
Carman P. C.: Fundamental Principles of Industrial Filtratiorrams. Inst. Chem.
Engrs., 16, 168, 1938.

Grace H. P.:Resistance and Compressibility of Filter Cakessr@hEngng Progr.,
49, 303, 1953.

Tiller F. M.: The Role of Porosity In Filtration, Chem. Eng. §tp49, 467, 1953.
Ruth B. F.: Correlating Filtration Theory with Industrial Ptee, Ind. Eng. Chem.,
38, 564, 1946.

Srodkowo-Pomorskie Towarzystwo Naukowe Ochiiogowiska —— 161



Jacek Kocurek, Michat Palica

21.

22.

23.

24.
25.

26.
27.

28.
29.

30.
31.
32.
33.
34.
35.
36.
37.

38.

39.

40.

41.

162

Shirato M., Aragaki T., Mori R., Sawamoto K.: Predictions of Constant Pressure
and Constant Rate Filtrations Based Upon an Appraté Correction for Side
Wall Friction in Compression Permeability Cell DalaChem. Engng Japan, 1, 86,
1968.

Shirato M., Sambiuchi M., Kato H., Aragaki T.: Internal Flow Mechanism in
Filter Cakes, A.l.Ch.E. J, 15, 405, 1969.

Shirato M., Murase T., Negawa M., Senda T.Fundamental Studies of Expres-
sion Under Variable Pressure, Journal of Chemicalifteering of Japan, 3, 105,
1970.

Shirato M., Murase T., Kato H., Fukaya S.:Fundamental Analysis for Expres-
sion under Constant Pressure, Filtration and Sépard, 277, 1970.

Shirato M., Murase T., Negawa M., Moridera H.: Analysis of Expression Op-
erations, J. Chem. Engng Japan, 4, 263, 1971.

Terzaghi K.: Erdbaumechanik auf bodenphysykalischer Grundlagigzig, 1925.
Terzaghi K., Peck R. B.:Soil Mechanics in Engineering Practice, John Wiey
Sons, Inc. 1948.

Taylor D. W.: Fundamentals of Soil Mechanics, John Wiley & Stns, 1962.
Shirato M., Aragaki T., Ichimura K., Ootsuji N.: Porosity Variation in Filter
Cake under Constant — Pressure Filtration, J. CEemgng Japan, 4, 172, 1971.
Atsumi K., Akiyama T.: A Study of Cake Filtration — Formulation, As A e
Problem, J. Chem. Engng Japan, 8, 487, 1975.

Kamst G. F., Bruinsma O. S. L., J de GraauwPermeability of Filter Cakes of
Palm Oil in Relation to Mechanical Expression, AEC#ournal, 43, 673, 1997.
Landman K. A., Sirakoff C., White L. R.: Dewatering of Flocculated Suspen-
sions by Pressure Filtration, Phys. Fluids, A 3$3,41991.

Stamatakis K., Chi Tien: Cake formation and Growth in Cake Filtration, Chem
Eng. Sci., 46, 1917, 1991.

Yanxiang Wu: An Analysis of Constant-Pressure Filtration, Ché&mng. Sci., 49,
831, 1994.

Sgrensen P. B., Moldrup P., Hansen JFiltration and Expression of Compressi-
ble Cakes, Chem. Engng Sci. 51, 967-978, 1996.

Tiller F. M., Leu W. F.: Basic Data Fitting in Filtration, J. Chinese InGhem.
Engrs, 11, 61-70, 1980.

Kocurek J.: Badanie strefy kompresjtisliwych plackow filtracyjnych, rozprawa
doktorska, praca niepublikowana, Gliwice 2000.

Moldrup P., Yamaguchi T., Hansen J. Aa., Rolston DE.: An Accurate And
Numerically Stable Model for One-dimensional Soltrensport in Soil, Soil Sci.,
153, 261, 1992.

Moldrup P., Hansen J. Aa., Rolston D. E., Yamaguchr.: Improved Simulation
of Unsaturated Soil Hydraulic Conductivity by theoing Mean Slope (MMS)
Aproach, Soil Sci., 155, 8, 1993.

Harlow F. H., Welch J. E.: Numerical Calculation of Time-dependent viscous
incompressible Flow of Fluid with Free Surface, ®Hyluids 8, 2182, 1965.

Baron B.: Metody numeryczne w Turbo Pascalu, Helion, Gliwit@95.

Srodkowo-Pomorskie Towarzystwo Naukowe Ochiémgowiska



Rozdzielanie zawiesin ciat statych w cieczach na drodze filtracji ...

Spis oznacz@, Symbols

e [m?® /m?

&  [m*/m]

e [m’/m]]
[m?]

[

I

j

! [m]

n

Pa [Pa]

P [Pa]

P [Pa]

Php [Pa]

Pk [Pa]

Pe  [Pa]

R [1/m]

s

u [m/s]

przestrzé swobodna, stosunek @bjsci cieczy
do obgtosci ciata statego
void ratio, liquid to solid volume ratio

przestrzé swobodna w osadzie przyéaieniu kompresji 0 [Pa]

void ratio in the cake at compression pressureléquzero

przestrzé swobodna w zawiesinie

void ratio in suspension

powierzchnia przegrody

filter medium area

numer warstwy, indeks przestrzeni

layer number, space index

ilos¢ warstw gtownej strefy obliczew osadzie

w danym czasie (od 0 d9

number of layers of the main calculation zone & th
cake and at given time (from 01y

indeks czasu

time index

wysokas¢ fadunku zawiesiny w filtrze testowym
na pocatku procesu

filter load at the beginning of the process

ilo$¢ warstw, na ktére podzielony jest tadunek filtru
number of layers for which the load is divided
przelicznik skali w réwnaniach (3.12) i (3.13)
scale factor in equations (3.12) and (3.13)
cknienie catkowite

total pressure

cinienie hydrauliczne

hydraulic pressure

cknienie hydrauliczne w przegrodzie

hydraulic pressure in the filter medium
cénienie kompresji (énienie kontaktowe)
compression pressure (contact pressure)
cknienie kompresji w przegrodzie
compression pressure in the filter medium
opor przegrody

filter medium resistance
wspétczynnikscisliwosci placka

filter cake compressibility coefficient

predkos¢ przeptywu cieczy wzgbem ciata statego
superficial liquid flow due to solid phase
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objetos¢ filtratu

filtrate volume

objetos¢ ciata statego

solid volume

wymiar liniowy we wspotrzdnych bezwzgldnych
linear dimension in real co-ordinates

wektor kolejnego przyhtenia rozwizania

wektorowej funkcji btdu

vector of the next approximation of errors vectardtion

Litery greckie; Greek symbols

a

ao

AT

Geal

Aw

Aal

164

[1/rm?]

[1/rm?]

[m® /m’]
[Pas]
[kg/m?’]
[s]

[s]

[m]

[m]

[m]

opor wiaciwy osadu

specific filter cake resistance

graniczny op6r osadu przy zerowyndraeniu kompresji
boundary cake resistance at zero compression peessu
wspotczynnik podatniei porowatdci osadu na énienie
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Rozdzielanie zawiesin ciat statych w cieczach na drodze filtracji ...

Separation Of Solid-Liquid Suspension
Using Filtration With Cake Compression
I. Theoretical Description Of Filtration
With Simultaneous Cake Compression

Abstract

Different descriptions of cake filtration of soliiduid suspensions and
cake compression are presented in the paper. Ttlematical model of men-
tioned processes based on fundamental equatiofiswothrough porous bed
and accompanying mass and forces balances is szt details. The model
is valid for both processes, which is especiallpdmant because they may
appear simultaneously during separation. The Beéalof differential equations
has been changed to the form possible to solvg usimerical methods.

Mathematical modelling of the suspension separgiiocess in the test
pressure filter consists in finding the value ofdveatio e (or porosity&) and
superficial liquid flow due to solid phase in cakes a function of linear di-
mensionwand timer:

e=ew,)

u=u(wr)

These dependencies may be determined using egudBod), (3.7),
(3.10-3.12), (3.16). Due to their nonlinearity, tmmding of variables as well
as the fact, that in the case of filtration we de#h moving limit of a calcula-
tion range, analytical solution of such systemads possible. It is necessary in
such case to use suitable mathematical proceddedelling on earlier works
[35], method of finite differences was used, in ethdifferential variables in-
creasesl were replaced with finite increasAs Simple method of finite differ-
ences, when determining superficial liquid flow doesolid phase in cake,
was completed here using in the calculation schietegrated equation (3.10).
This significantly improves accuracy of calculagprespecially in the case,
when specific filter cake resistanee changes strongly in function of linear
dimension.

Presented mathematical model of suspension sepamtbcess and its
numerical solution allow to carry out a simulatiohcake filtration with ac-
companying cake compression. In the second pattisfpaper a method of
determining parameters needed for carrying ousitmelation and experimental
verification of the model is presented.
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